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I PARTE: TEOREMA DE CAUCHY

Limones Amarillos. Carlos Rojas González.
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Cauchy
Memoria sobre integrales de�nidas.
Presentado 1814, publicado 1825
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Poisson Legendre
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Cauchy 1814 Goursat 1884 Prinsheim 1895

Goursat 1896 Moore 1900

Prinsheim 1903Walsh 1933Artin 1965

Dixon 1971
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T. Cauchy H = Cω

T. LiouvilleT. Taylor

T. Identidad T. Casorati-Weierstrass
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T. F. del Álgebra

T. Global de Cauchy T. Residuos

P. del Argumento

T. de Rouché
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Teorema (Cauchy)

Sea Ω ⊂ C un bola abierta del plano
complejo. Si f ∈ H(Ω), entonces

ˆ

γ

f(z) dz = 0

para todo arco γ cerrado y diferenciable
a trozos.

Ω

γ
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Porisma

Encontrar el destino de la trayectoria de
una carretara curva que hace constante
la sobreaceleración (sin sacudones) al
interior de los vehículos que la transitan

Puente Risaralda-Manizalez. Adobe Stock.
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a′(s) = k′(s) = 2

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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a(s) =
√

x′′(s)2 + y′′(s)2 = 2s

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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x′′(s)2 + y′′(s)2 = 4s2

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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x′′(s)2 + y′′(s)2 = 4s2

x′(s)2 + y′(s)2 = 1

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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x′′(s)2 + y′′(s)2 = 4s2{
x′(s) = cos(θ(s))

y′(s) = sin(θ(s))

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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θ′(s) = 2s{
x′(s) = cos(θ(s))

y′(s) = sin(θ(s))

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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{
x′(s) = cos(s2)

y′(s) = sin(s2)

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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{
x(s) =

´ s
0
cos(t2) dt

y(s) =
´ s

0
sin(t2) dt

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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ˆ ∞

0

cos(t2) dt

ˆ ∞

0

sin(t2) dt

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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ˆ ∞

0

cos(t2) dt = ?

ˆ ∞

0

sin(t2) dt = ?

?

x

ys

Destino de una carretera sin sacudones
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Difracción de Fresnel. Patrick Moran Salitre Mágico. Miguel Perez.
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Consideremos

f(z) = eiz
2

en C donde γ es la frontera del sector
circular OAB.

O A

B

π
4

R
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ˆ

γ

eiz
2

dz

=

ˆ

OA

eiz
2

dz +

ˆ

AB

eiz
2

dz +

ˆ

BO

eiz
2

dz

= 0 O A

B

π
4

R
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z(t) = t, t ∈ [0, R]

ˆ

OA

eiz
2

dz

=

ˆ R

0

eit
2

dt

=

ˆ R

0

cos(t2) dt+ i

ˆ R

0

sin(t2) dt

→
ˆ ∞

0

cos(t2) dt+ i

ˆ ∞

0

sin(t2) dt

cuando R → ∞

O A

B

π
4

R
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z(t) = Reit, t ∈
[
0,

π

4

]

ˆ

AO

eiz
2

dz = iR

ˆ π
4

0

exp(iR2e2it)eit dt

→ 0 cuando R → ∞ O A

B

π
4

R
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z(t) = −tei
π
4 , t ∈ [−R, 0]

ˆ

BO

eiz
2

dz = −ei
π
4

ˆ R

0

e−t2 dt

→ −
√
2π

4
(1 + i)

cuando R → ∞
O A

B

π
4

R
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ˆ ∞

0

cos(t2) dt =

ˆ ∞

0

sin(t2) dt

=

√
2π

4

√
2π
4

√
2π
4

Destino de una carretera sin sacudones
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Teorema (Formula integral de Cauchy de orden superior)

Sea Ω un abierto conexo, f ∈ H(Ω) y Br(a) ⊂ Ω. Si z ∈ Ω, entonces

f (n)(a) =
n!

2πi

‰

|z−a|=r

f(z)

(z − a)n+1
dz.

Y. Arciniegas y A. Sanjuán Análisis complejo y álgera lineal



Ejemplo

Sea χ(z) =
N∑

j=0

ajz
j y R > 0. Calculemos el valor de

S =

‰

|z|=R

χ(z)

zn+1
dz

‰

|z|=R

χ(z)

zn+1
dz =

‰

|z|=R

N∑
j=0

ajz
j

zn+1
dz

=
N∑

j=0

aj

‰

|z|=R

zj

zn+1
dz

Valor de S depende de
‰

|z|=R

zj

zn+1
dz
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j > n

‰

|z|=R

zj

zn+1
dz = 0

j = n

‰

|z|=R

1

z
dz =

2πi

1!
· 1

j < n

‰

|z|=R

zj

zn+1
=

2πi

n!

dnzj

dzn

∣∣∣∣∣
z=0
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j > n

‰

|z|=R

zj

zn+1
dz = 0

j = n

‰

|z|=R

1

z
dz = 2πi

j < n

‰

|z|=R

zj

zn+1
=

2πi

n!

dnzj

dzn

∣∣∣∣∣
z=0
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j > n

‰

|z|=R

zj

zn+1
dz = 0

j = n

‰

|z|=R

1

z
dz = 2πi

j < n

‰

|z|=R

zj

zn+1
=

2πi

n!

dnzj

dzn

∣∣∣∣∣
z=0
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j > n

‰

|z|=R

zj

zn+1
dz = 0

j = n

‰

|z|=R

1

z
dz = 2πi

j < n
‰

|z|=R

zj

zn+1
= 0
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Haciendo
‰

|z|=R

zj

zn+1
dz = 2πiδjn

Valor de la integral S

N∑
j=0

aj

‰

|z|=R

zj

zn+1
dz =

N∑
j=0

2πiajδjn
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Haciendo
‰

|z|=R

zj

zn+1
dz = 2πiδjn

Valor de la integral S

N∑
j=0

aj

‰

|z|=R

zj

zn+1
dz =

N∑
j=0

2πiajδjn
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II PARTE: TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Paisaje. Carlos Rojas González.
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Cayley

Una memoria sobre la teoría de matrices
1857, publicado 1858
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Hamilton 1853 Cayley 1858 Buccheim 1884

Frobenius 1896Artin 1957
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Theorem (Cayley-Hamilton)

Sea A una matriz cuadrada con elementos en un cuerpo K = (C,R) y χ(λ) el
polinomio característico de A. Entonces, χ(A) = 0. Es decir, toda matriz
cuadrada es raíz de su polinomio característico.
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Oscilador Armónico

F = −kx F = ma = mx′′(t)

Frecuencia de oscilación

Hacemos ω :=
√

k
a

m

makx
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Oscilador Armónico

x′′ + ω2x = 0 m

makx
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Oscilador Armónico

x′′ + ω2x = 0

Condiciones iniciales

x(0) = x0 y x′(0) = y0.

m

makx

Y. Arciniegas y A. Sanjuán Análisis complejo y álgera lineal



Oscilador Armónico

x′′ + ω2x = 0

Haciendo

x′ = y

y′ = x′′ = −ω2x

m

makx
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Obtenemos(
x
y

)′

=

(
0 1

−ω2 0

)(
x
y

)

con condiciones iniciales(
x0

y0

)
m

makx
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Obtenemos(
x
y

)′

=

(
0 1

−ω2 0

)(
x
y

)

con condiciones iniciales(
x0

y0

)

Haciendo

X = (x, y)

X0 = (x0, y0)

A =

(
0 1

−ω2 0

)

m

makx
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Problema de valor inies Iniciales{
X ′(t) = AX(t)

X(0) = X0

m

makx
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Problema de valor inies Iniciales{
X ′(t) = AX(t)

X(0) = X0

Solución

X(t) = eAtX0

m

makx
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Problema de valor inies Iniciales{
X ′(t) = AX(t)

X(0) = X0

Solución

X(t) = eAtX0 =

(
∞∑

n=0

tnAn

n!

)
X0

m

makx
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Obtenemos

A =

(
0 1

−ω2 0

)

Polinomio Característico

χ(λ) = det(A− λI)

m

makx
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Obtenemos

A− λI =

(
−λ 1
−ω2 −λ

)

Polinomio Característico de A

χ(λ) = ω2 + λ2

m

makx
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Obtenemos

A− λI =

(
−λ 1
−ω2 −λ

)

Polinomio Característico de A

χ(λ) = ω2 + λ2

Por el Teorema de Cayley-Hamilton

A2 = −ω2I

m

makx
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Potencias de A

A2 = −ω2I A3 = −ω2A

A4 = ω4I A5 = ω4A

A6 = −ω6I A7 = −ω6A

Sucesión de potencias de A

A2n = (−1)nω2nI

A2n+1 = (−1)nω2nA

m

makx

Y. Arciniegas y A. Sanjuán Análisis complejo y álgera lineal



A2n = (−1)nω2nI A2n+1 = (−1)nω2nA

Serie de potencias de eAt

eAt =
∞∑

n=0

tnAn

n!

=

∞∑
n=0

t2nA2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

t2n+1A2n+1

(2n+ 1)!

=

∞∑
n=0

I · (−1)k(ωt)2n

(2n)!
+

1

ω

∞∑
n=0

A · (−1)n(ωt)2n+1

(2n+ 1)!

= I cos(ωt) +Aω−1sen(ωt)
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A2n = (−1)nω2nI A2n+1 = (−1)nω2nA

Serie de potencias de eAt

eAt =
∞∑
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tnAn

n!

=

∞∑
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∞∑
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∞∑
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Solución

X(t) = eAtX0

Valor inicial

X0 =
(
x0 y0

)t

eAt = I cos(ωt) +Aω−1sen(ωt)

=

cos(ωt) 0

0 cos(ωt)

+

 0 ω−1sen(ωt)

−ω senωt 0



=

 cos(ωt) ω−1sen(ωt)

−ω sen(ωt) cos(ωt)



Y. Arciniegas y A. Sanjuán Análisis complejo y álgera lineal



Solución

X(t) = eAtX0

Valor inicial

X0 =
(
x0 y0

)t

eAt = I cos(ωt) +Aω−1sen(ωt)

=

cos(ωt) 0

0 cos(ωt)

+

 0 ω−1sen(ωt)

−ω senωt 0



=

 cos(ωt) ω−1sen(ωt)

−ω sen(ωt) cos(ωt)



Y. Arciniegas y A. Sanjuán Análisis complejo y álgera lineal



Solución

X(t) = eAtX0

Valor inicial

X0 =
(
x0 y0

)t

eAt = I cos(ωt) +Aω−1sen(ωt)

=

cos(ωt) 0

0 cos(ωt)

+

 0 ω−1sen(ωt)

−ω senωt 0



=

 cos(ωt) ω−1sen(ωt)

−ω sen(ωt) cos(ωt)



Y. Arciniegas y A. Sanjuán Análisis complejo y álgera lineal



Solución

X(t) = eAtX0

Valor inicial

X0 =
(
x0 y0

)t
Por lo tanto

X(t) =

 cos(ωt) ω−1sen(ωt)

−ω sen(ωt) cos(ωt)

X0

=

x0 cos(ωt) + y0ω
−1 sen(ωt)

−ωx0 sen(ωt) + y0 cos(ωt)


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III PARTE: ANÁLISIS COMPLEJO Y ÁLGEBRA LINEAL

Llegó la fecha. Carlos Rojas González.
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Demostración del Teorema de Cayley-Hamilton usando el Teorema de
Cauchy

Tenemos

A ∈ Mn×n.

χ(z) = det(zI −A) =
N∑

n=0

anz
n.

Queremos demostrar

χ(A) =
N∑

n=0

anA
n = 0.

Tomemos

R > 0 tal que ∥A∥ < R.
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Por un lado

1

2πi

ˆ

|z|=R

χ(z)(zI −A)−1 dz =
1

2πi

ˆ

|z|=R

χ(z)

z

(
I − A

z

)−1

dz

=
1

2πi

ˆ

|z|=R

χ(z)

(
∞∑

n=0

An

zn+1

)
dz

=
1

2πi

∞∑
n=0

An

ˆ

|z|=R

χ(z)

zn+1
dz

=
1

2πi

∞∑
n=0

An
N∑

j=0

2πiajδjn

=
N∑

j=0

ajA
j

= χ(A)
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